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Cours - Séquence n®1 - SUITES (I):
limites, comparaison, opérations

I- RAPPELS SUR LES SUITES NUMERIQUES

1. Généralités
4D_éﬂmﬁgn Unesuite réell® est une fonction de’N'dans RY
Notations

e u,:lire «windice » ou « terme d'indice; ou de rang i » ou encore « terme général de la suite u».
e La suite se note (u,)nen ou (1) ou encore u. -
Remarque
Une suite peut étre définie :
> explicitement par une fonctionju, = f(n) (exemple : pour toutn € N,u, = n?+2n+3);
> ou parrécurrencéi(exemple : uy = 1 et pour toutn € N, upq = 3u, — 2).

Définitions
‘e Unesuite (Up)nen est ditel

Croissal
e Une suite (u,)ney est dite/décroissant® si, pour tout entier naturel n,on a g 2Unsg
e Un suite estnonotone si elle est croissante ou décroissanteyy

nte si, pour tout entier naturel n, on a Uy S Uiy

M rl ion d’
- On peut'¢omparer directement 14 et W grace aux propriétés des inégalités.
- On peut étudier le'signe de ladifférencefit, .1 — Uz

- Sila suite (u,,) est définie explicitement part; = f () on peﬁt étudier les variations de la fonction f.
E —_— X ut’\ :

> Si tous les termes de la suite (u,,) sont strictementpositifsyon peut comparerféquotient i U, DU

"

- Si la suite est définie par récurrence, on peut utiliser uifie démonstration par récurrence’

a. [S'il existe un nombre 7 tel que pour toutn de N, up = U, +7: cas d'une w

» Pourtoutn €N, u, =g +0r;u, =u; + (= 1)n; pourtousn ENetp EN, Uy =up + m=p)E

> Somme des premiers termes d’'une suite arithmétique : ‘mombré determes

b. [S'il existe un nombre g tel que pour toutndeN, uy4; =g XUy : €as d'mwmw

» Pourtoutn € N,u,, =ligX g™ty =u;xq"7§; pourtousn € Netp EN, il =ty X .

> Somme des premiers termes d’une suite géométrique (raison # 1) : 1% terme X:
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[I- LIMITE FINIE OU INFINIE D'UNE SUITE

Etudier la limite d’une suite c’est étudier son comportement lorsque I'entier n tend vers +.

1. Limite infinie
Définition
e Dire qu'une suite (i,,) a pour limite quand
pour tout’Féel strictement positif 4 , I'intervalle]

 pour limite +co quand n tend vers toossignifie que
oo contient toutes les valeurs u,, a partir d'un certain rang.”

Remarques
1. Cela signifie que les termes u, deviennent aussi grands qu’on le souhaite a partir d'un certain rang.

Aussi grand que soit le nombre A4, on peut trouver un entier naturel N tel que pour toutn = N, u, > A.
En terme imagés, « aussi haute que I'on place la barriére horizontale 4,
les termesu,, finissent par passer définitivement au-dessus ».

2. Avec les quantificateurs, cette définition peut s'écrire :
lim u;, = 4 signifie VAER™ ,AINEN: VYn2N=u, > A
‘ 1 Sl

n-o+co ) ; 7 <
‘(MCK W/"’d«u ol Brcunte ted s
eL game ;

PO Tt

Exemple 1 Soit (u,) la suite définie sur N paru, = 3n?.

Conjecturer la limite de la suite (u,) puis démontrer avecla définition.
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/ Exemple 3 Soit (u,) la suite définie sur N paruy = 2 et u,41 = 4u,.
On a calculé les dix premiers termes de la suite (u,) a 'aide d'un tableur.

- = = = =
1 i 1 2 4 5 6 7 8 9
2 i 2 8 32 128 512 2048 8192 32768 131072 524288
1. Quelle formule a-ton saisie dans la cellule C2, puis étendue vers la droite ?
....... el e L
2. Conjecturer le sens de variation et la limite de la suite (u,).
Y aehle. 4ofOn) a0t rasomexte eb. g OoilUp oo 0L
;#ﬂ(“ ....... ot SEmeEEE e e

3. Que fait 'algorithme ci-dessous ? " Langage naturel

i lpe 0 ST
n<0
U2

Tantqueu <A

' n<n-+1
u<—4u

Fin Tant que

........................................................................................................................

........................................................................................................................

e ERE SRS aeaaEn BE SN s sAs SRR IET SRR RERAA0 ER AN SNANA ANNNIE NSRS ETNNNN NN NI RNeNNNEsIRRAIARIRRARISNReRRRRRRRERRREsAS

Afficher n

4. Programmer la calculatrice dans le langage adapté et tester ce programme pour A = 100.

Saint Joseph dGu Loquidy 1a Salle

Ti CASIO Python
PROGRAM: SEUIL ======5EUIL def seuil(a):
:Input A "A="7?+Ae e
2 @M B+He
22U 23 u=2
thile U<A While U<Ald while u<=a
g;ﬁiﬂ Q;ﬁiﬁfs  n=n+l
:End WhileEnde L=t
:DisFr N N return(n)
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Définition
e Dire qu’une suite (2,,) a pi

and n tend vers o signifie que
pour tout réel strlctement negatlf A It 1ntervalle ]—oo A[ contient toutes les valeurs u,, a partir d’un certain rang.

e Onnote lim u, =—o.
n—+oo
Remargues

1. Cela signifie que les termes u,, deviennent aussi petits qu’on le souhaite a partir d'un certain rang.

Aussi petit que soit le nombre 4, on peut trouver un entier naturel N tel que pour toutn = N, u, < A.
En terme imagés, « aussi basse que I'on place la barriére horizontale A,
les termesu,, finissent par passer définitivement en-dessous ».

v. lllustration géométrique
N~

2. Avecles quantificateurs, cette définition peut s’écrire :
lim u, = —oo signifie VAER™ ,IN EN: Vi

n-+oo

Exemple 1 Soit (v,,) la suite définie sur N* par v,, = —vn —

1. Conjecturer lalimite de la suite (v,) puis démontrer avec la définition.

2 Determmer a partir de quelle valeur de n, v, est strictement inférieure a -103;
< w echuce ?
~ 1. Montrons qu que

SoitAER*.0Or,(D: y<Ade=—Vn—-1<4
1) eVn—1>-4, ca. -1 <0
(1) © n —1 > (—A)? carla fonction carrée est strictement croissante sur R%*.
(D) en>(=4)2+1

11 suffit de choisi N le plus petit entier supérieur a (_—A)2 + 1.

AinsiVAER™ ,3NEN: Vn=N=1p <4 Don Lim Va = 9

n - *\’

............................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................

Exemple 2 Les suites de référence de limite —co 3 connaitre (keR*etp e N*)

On admet que les suites{=kn), (=

¢v/m) ont pourdifiite =cd¥
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/ 2. Limite finie
Définition Qe

e Dire qu'une suite {34 9 signifie que

tout intervalle ouvert contenant ! contient toutes les valeurs U, a partlr d’un certain rang.

e On dit aussi que la suite (&, sentévers let on note lim u, =1.
n—-+oo

Remarques
1. Cela signifie que les termes u,, deviennent aussi proches de [ qu’on le souhaite, a partir d'un certain rang.

Aussi petite que soit la longueur d’un intervalle ouvert | contenant [,
on peut trouver un entier naturel N tel que pour toutn = N,u, €1
En terme imagés, « aussi étroite que soit la bande autour de la droite
d’équationy = l, les termes u, finissent pary entrer définitivement ».

2. Avec les quantificateurs, cette définition peut s’écrire : E
lim u, =1 signifie V€ €R* ,aNGN wms>N=u, el-&l+EF N

n—+oo

3

3. Lorsqu'elle existe, la limite [ de la suite est unique.

Exemple 1 Soit (u,) la suite définie sur N* paru, = %;

‘1. Conjecturer la limite de la suite (u,,) puis démontrer avec la définition.
2. Ecrireun algomhme permettant de déterminer la premiere valeur de n a partir de laquelle u, < 10~ =

..................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................
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Exemple 2 Les suites de référence de limite 0 3 connattre (k € R* etp e NY)

On admet que les suites (’*%, =

2nt 1

Exemple 3 Soit (v,,) la suite définie sur N par v, =

n+3 "

1. Conjecturer la limite [ de la suite (v,) puis démontrer avec la définition.

2. A partir de quel rang N la distance entre v, et [ est-elle strictement inférieure 2 0, 001 ?

€ €
Comwr D G vy
1. Il semble que nl.l,rfm Up =2 signifie VEER™ ,ANEN: Vn2N=v,€]2—-€;2+ €[ — —71
: 2- & £ 2§
Soit € € R**. Montrons quedN EN: Vn> N = |v, — 2| < € o
O e 2l o |2t —-2|< £
n==3

(1)

n+3 = n+3

(1):)_—|<8

(1) 5< Em+3),carn+3>0
D) on+3>2
(D> n > 2—3
Il suffit de choisi N le plus petit entier supérieur a‘x-z —3.
Ainsi, vV € € R** ,HNEN: Vn>N=>vn 2-€;2+€. Donc Cor Vi = 2

....................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................

3. Suites qui n’ont pas de limite

Il existe des suites qui n’admettent aucune limite.

Exempl Smt (un) (vn) et (wy,) les su1tes définies sur N par : U =i-1®
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III- OPERATIONS ET LIMITES

| Soit (u,,) et (v,,) deux suites définies sur N et l et I’ deux nombres réels.
|l ¢ Limite d’'une somme

| lim u, = l l l 400 —o0

1 n—+00

; lim v, = U +c0 —0o0 +00 —00

| lim (u, +vy,) = 1+l 400 —o0 400 —00.
‘ n-+oo

|
| *Forme indéterminée’: on ne peut pas prévoir la limite éventuelle. /

i 3 » -
' e Limite d’'un produit
e
(
‘
‘

oo désigne +o0 ou —oo

Jim = 170
nl-l»l-Poo Un= U+
Jm G = | W |
P
On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est +00 ou —co.
e . Limite d'un quotient"
oo désigne +00 ou —o0
Jim u, = l 1+0| 1 ©
dimv,= |rx0| 0 o o]
. Up l
lim —= ot
n_‘}Pw v 7 (o) 0 oo

On applique la régle des signes pour @niner si le produit est +0c0 ou —co.

Remarques
1. Exemple d’un cas de forme indéterminée « c© — oo ».
‘ Dans chacun des cas ci-dessous, lim u, = 400 et lim v, = —oo.
{ n—-+o n—-+oo

&4, alors u, + v, =0 et nlir‘{lm(un + v,) =0¢
» Cas2:siu, = et v, =82# ,alorsu, + v, = [l et nliT Uy +vp) =
| = (Cas3:siu, = 2net v, ==47, alors u, + v, =w et lim (u, + v,) = B

o e

On constate que trois réponses différentes sont possibles.

= Casl:siu, =@fet v,

2. En cas de forme indéterminée, on utilisera des « astuces » permettant de « lever I'indétermination ».
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Exemples Déterminer la limite des suites (u,) définies sur N* par: a. u, =n?+4n; b.u,= -_-5\/;—_713 :

ey 2 ;
C.u,=n®>-5n+2; d.unzlz—?l(nzZ); e. unzizn:_zz; fu,=vn+10—- Vn.

......................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................

...................................................................................................

...................... R G e e L e e e s

................................................................................................................................................................................................

b.) 'v“ém4,d e vS v:.—.k\} .................................................................................................................................
........ *Q Qo -SNT = ey
n - A=

............................................................................ @C’*c L. A TTrs., - V. ~_SW1'.J) =(ieh
’ ------- I---.-\-., -"3 -------------------

5 e U L O D U L e o I 0 S0 O 3 R O e A L L O S e T e e T P S e e I S

...................................

............................................................................. pon Lo boams. prdperdbiank
¥ 2
M.’hew ..... Ju ................... - *;\?..) ....................................................................................................
........... ' QG 2
e s e et e R A e e e
§®“°/Vﬂs A@W¢0¢m(4 -3 + 5 e e
i n =) &
................ E ('IQ"“% '
. §>' e :
e Qe gont Yom, -9@*3 ....... e grodoit, Ciom Vo zias@ ;
. N> o?
A) .......... e ’ ............................................. e
L dneen “7f7—ua"..\ ............. ¢ (”‘Lwéz@"“ ..... adtenminte. i,
............. Alvoce Abiyt: oon Poccbose @ nunfmdun et @ divrons, b pun Lo Venr
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EL{‘ Qe“"":ﬁ' = 0 pg?*

n=> 7

................................................................................................................................................................................................

....................................................

...........................................

...............................................................................................................................................................................................

................................................................

................................................................................................................................................................................................

..................................................... I

........................................................... 4’0
va -

mbﬁ .....................................................................................................................

..................................................

................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................
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IV-  LIMITES ET COMPARAISON

1. Théoréme de comparaison : limite infinie
Théoréme

Démonstration*

................................................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................................

..................................................................

................................................................................................................................................................................................
................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................

@O‘vc ,‘QQ‘V\ Uh = "'00

...................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................

T R B A S e a S vana= cainasjsseiasnanoineadis ausonsarsnannsetaveas sanissnhn oasssnsresenadnneanesasivestionsosnssassionssanviseetasnhsaassonress saes anarss oo ay s N TS e
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n-+oo

g — — ——— e e i e SRS
./¢
"/
£/
.g";/
r /4
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4 ,
/ emple 2 1. Démontrer que lim e™ = +oo. /ndication : on prouvera d’abord que pour tout réel x, e* > x.

2. En déduire que lim -1; = 0.
n-+oo €

Sesevessssenressssrenssesssssnssassssusvassseasghesasacnasssecsaaratasssasaaeaisesaserarsansrsesencsonalrsnscssesacnacsnssaracassfacttracenciserereasnanatosenane
........................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................................

i?l(")7’a:3‘t47/0 ............................................ : @“Aw‘“ﬂ"w*wm"wqu .......
EIC')L) 2,0 e A alo) Co) 2 e®-4
........... s
el 2,0y =20 €lo)= 1
i o8 0 e D, Mg GO0vd
'\CJTL C(e el(") — 5 + j)m..( Mic GQJ éf’.>¢.70
: e iota CLF b e
asennblo e . o P Wien c0m 0
1 "
m - 3 : =
ygac'\ly\ém"l,?)\ ........ 4.0@,4).5{(&?\,;Q9La11@~@m&«1:.1”.1'\’.2‘.;"(“-"&-1";‘e'::.';:’(—*u

........................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................
B R TR P R e e P
...................................................................................................................................................................................................
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
.....................................................................................................................................................................................................
...................................................................................................................................................................................................
...................................................................................................................................................................................................
...................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................

Remargue On peut compléter la liste des suites de référence dont la limite’est a connaitre (k € R**):

1. (&e™) a pourilimi
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Remarque Théoreme analogue en —oo.
Théoréme

et (v,,) sont deux suites définies sur N telles que”
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v/
,‘ij/ ]
¥/
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/ 2. Théoréme des gen : limite finie

Théoréme
I (v,) et (w,,) sont trois suites définies sur N telles que ¥
- ||@) apartir d’un certain rang, v, < u, < Wy
@) lim Vais 133}& W, =l (avec ! un nombre réel)7

=H
Démonstration
NorRors goe Oir Um =@, cob 2 doe ¥E E¥* I e i 7y =0, € I0- € © Ratl

......................... ( AR

Sait € e R¥+

....................................................................................................................................... D R T T R P T R T T P T

.....................................................................................................................................................................................

9«rw (3) Ve ¥n = @ doc Ju_ e :¥aZW, v, €10-€ Crel

P login (D Uiz 0 doe IN,EWNnT/N; o3 \f, ]2 € Qe

......................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................

1 + (cos (n))?

Exemple Soit (u,) la suite définie sur N* paru,, = e Etudier la convergence de la suite (u,,).

................................................................................................................................................................................................
................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................

A4
........................... s e 2O L
5)@, Yoent Legy <2

i g W..\r ..... l'.\....\..vv_: ...................................................................................................................
O s b0 e s e e

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

................................................................................................................................................................................................
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